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^ ■ Abstract. We set up a homological algebra for N-complexes, which are graded modules 
together with a degree —1 endomorphism d satisfying d^ = 0. We define Tor- and Ext- 
groups for N-complexes and we compute them in terms of their classical counterparts 
O ■ (N = 2). As an application, we get an alternative définition of the Hochschild homology of 

^ I an associative algebra out of an N-complex whose differential is based on a primitive N-th 

■ root of unity. 
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RÉSUMÉ. Nous développons une algèbre homologique pour les N-complexes, c'est-à-dire 
pour des modules gradués munis d'un endomorphisme d de degré —1 tel que d^ = 0. 
Dans ce cadre nous définissons des groupes Tor et Ext que nous calculons en fonction des 
groupes Tor et Ext classiques (N = 2). Comme application, nous obtenons l'homologie de 
Hochschild d'une algèbre associative comme l'homologie d'un N -complexe dont la différen- 
tielle s'exprime à l'aide d'une racine primitive N-ième de l'unité. 

Mots-ClÉs : algèbre homologique, homologie de Hochschild, module simplicial, opérateur 
aux q- différences 
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Le point de départ de ce travail est l'observation que l'homologie de Hochschild d'une 

algèbre associative A au-dessus d'un anneau commutatif k peut se définir à partir de 
différentielles dans lesquelles —1 est remplacé par n'importe quelle racine de l'unité. 

Pour tout n G Z, posons Cn{A) = si n > et Cn(A) = si n < 0. Définissons 

b : Cn{A) ^ Cn-i{A) par 
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6(ao®ai® • • • ®an) = ^ g* ao® • • • ®aiai+i® • • • ®an + g"" anOo^ai® • • • ®an-i (0.1) 

OÙ q est un scalaire et ao, ai, . . . , G A. Fixons maintenant un entier N > 2. On vérifie 
que 6-^ = dans les deux cas suivants : 

(i) q est une racine A'"-ième de 1 différente de 1 ; 

(ii) q = 1 et N = dans l'algèbre A. 

Lorsque g = — 1 et = 2, l'application b est le bord de Hochschild standard et 
l'homologie du complexe {C{A),b) est l'homologie de Hochschild HH^{A) de l'algèbre A. 
Lorsque > 2, le couple (C(A), 6) n'est plus un complexe de chaînes. On peut cependant 
définir des avatars pHH^{A) de l'homologie de Hochschild pour p= 1, . . . , AT — 1 par 

Ker(6P : C„(A) ^ C^-p(A)) 

^ " i..{b^-^:Cr.^N-M)^cM)y 

Notre premier résultat (dont une version cohomologique a été annoncée par Dubois- Violette 
[Dub]) énonce que, sous certaines conditions, les groupes ainsi définis sont soit nuls, soit 
isomorphes aux groupes de Hochschild usuels, ce qui nous donne une définition alternative 
et exotique de l'homologie de Hochschild. 

Théorème 1. — Considérons un entier N > 2, un scalaire q et une algèbre associative 
unifère A. Sous chacune des deux hypothèses suivantes : 

(a) q^ 1 est une racine primitive N-ième de l'unité, 

(b) N est un nombre premier, q = 1 et A est une Ta/ Nï- algèbre, 
nous avons, pour tout entier n >0 et tout p = 1, . . . , N — 1, 

HH2{n-p+i)/N{A) si n + 1 = p mod N, 
pHHn{A) ^ <; HH(^2n+2-N)/N{A) si n + 1 = modN, 

dans tous les autres cas. 



Pour établir ce théorème, nous nous plaçons dans le cadre général des A'"-complexes, 
c'est-à-dire des modules gradués munis d'un endomorphisme d de degré —1 tel que d^ = 0. 
Ces objets ont été abondamment utilisés dans les travaux récents de Dubois- Violette et al. 
et de Kapranov sur le calcul différentiel quantique {cf. [Dub], [DKl], [DK2], [Kap]). Un 
embryon d'algèbre homologique adaptée aux A^-complexes est apparu dans [Kap]. 

Dans cet article, nous avons développé systématiquement une telle algèbre homologique 
en définissant la notion de AT-résolution projective ou injective ainsi que des groupes pTor et 
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pExt qui jouissent de propriétés parallèles aux groupes Tor et Ext classiques. Le cadre dans 
lequel nous travaillons est celui de l'algèbre homologique relative d'Eilenberg et Moore. 
Entre les groupes pTor et pExt et leurs pendants classiques, nous établissons des isomor- 
phismes formellement similaires à ceux du théorème 1. 
Ce dernier est alors conséquence de l'isomorphisme 



établi au §5 au moyen d'une A^-résolution projective (relativement aux suites exactes 
de A-bimodules munies d'un scindage A;-linéaire). Pour démontrer l'acyclicité de cette 
résolution, nous construisons une homotopie à l'aide d'identités remarquables dans l'algèbre 
des opérateurs aux ç-différences engendrée par deux indéterminées X et y soumises à la 
relation YX — qXY = 1. Ces identités sont valides précisément sous les mêmes hypothèses 
sur le scalaire q que celles du théorème 1. 

Pour terminer, signalons que des différentielles analogues à celles de (0.1) et des 
groupes d'honiologie du type (0.2) ont été considérés dès les années 1940. C'est ainsi 
que Mayer [May] a introduit des groupes d'homologie singulière des espaces topologiques à 
coefficients dans un corps fini Z/£ avec une différentielle du type (0.1) dans laquelle g = 1. 
Spanier [Spa] a démontré que les groupes d'homologie de Mayer se réduisaient aux groupes 
d'homologie traditionnels dans un théorème dont l'énoncé est formellement le même que 
celui du théorème 1 plus haut. Pour g 7^ 1 il y a des résultats similaires de Sarkaria 
[Sari], [Sar2] concernant l'homologie simpliciale. 

Nous remercions chaleureusement Michel Dubois- Violette pour ses remarques et ses 
encouragements. 

Conventions et Notations. Dans toute la suite, on fixe un entier > 2 et un anneau 
commutatif k qu'on appellera l'anneau de base. Toutes les opérations d'algèbre linéaire 
effectuées le sont dans la catégorie des /c-modules. Les /c-algèbres considérées dans ce 
travail sont associatives et unifères. 

On choisit un élément q de k. Pour tout n G Z, nous posons 



Si r G N on convient que [0]! = 1 et [r]! = [1] [2] • ■ ■ [r] si r > 0. Enfin, pour 0<r, s<A'" — 1 
on définit les ç-coefficients binomiaux (r, s) par 



p 



{A, A) 



(0.3) 





[r + s]l 
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1. Généralités sur les TV-complexes et leur homologie 



Nous nous plaçons dans une catégorie abélienne A. 

1.1. DÉFINITIONS. Un N -complexe est un objet Z-gradué C de ^ muni d'un endomor- 
phisme d de degré —1 tel que = 0. On notera (C, d) la donnée d'un A'"-complexe. On 
dit que (C, d) est positif {lesp. négatif) si = pour tout n < (resp. pour tout n > 0). 

Un morphisme f : (C, d) (C, d') de N -complexes est un morphisme f : C ^ C 
d'objets Z-graducs de A qui est de degré et tel que d' f = fd. 

Deux morphismes f,g : (C, (i) — > {C'^d') de A^-complexes sont homotopes s'il existe 
un morphisme /i : C — > C" de degré — 1 tel que 

N-l 

f-g=Yl d'^'-^-'hé. (1.1) 
L'homotopie est une relation d'équivalence. 

1.2. Homologie. A tout A^-complexe (C, d) et tout p = 1, . . . , A?" — 1 on peut associer les 
groupes d'homologie pH^{C) définis par 

_ Ker(d^ : ^ q.,) 
^''"^'^^-Im(d^-P:C.+^r-,-a)- ^'"'^ 

Ces groupes sont fonctoriels, c'est-à-dire tout morphisme / : (C, d) — > {C',d') de A?"- 
complexes induit une application : pH^{C) — > pH^{C') telle que id* soit l'identité et 
if ° 9)* = f* ° 9* (lorsque f et g sont composables). 

1.3. Lemme. — Deiix morphismes homotopes f,g : C ^ C de N -complexes induisent la 
même application sur les groupes d'homologie. 

DÉMONSTRATION. — Si x G C„ tel que d^x — représente un élément de pHn{C), alors 
nous tirons de (1.1) que 

p—i p~i 
f{x)-g{x) = J2 d'^-^-'hd\x) = d'^-p(j2 d'P-^-'hd\x)^, 

i=0 i=0 

ce qui montre que f et g induisent la même application pHn{C) — > pHn{C'). □ 

1.4. AcYCLiciTÉ. On dit que le A^-complexe (C, d) est acyclique si pHn{C) = pour tout 
n G Z et tout p = l,...,A^ — 1. Kapranov a montré que pour que (C, d) soit acyclique, il 
suffit qu'il existe p tel que pH^iC) = pour tout n G Z (voir [Kap], Proposition 1.5). 
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1.5. Les morphismes et d^. Soit {C,d) un /^/-complexe. Lorsque N > 3, on a. deux 
familles importantes de morphismes naturels 

i* '■ pHi{C) — > p+iHi{C) et : pHi{C) — > p_iiït_i(C). 

La première, de degré 0, est induite par l'inclusion K.ei{d^) C Ker((i^+^). La seconde, 
de degré —1, est induite par d : Ker(rfP) — > Ker(d^~^). On a le résultat suivant dont on 
trouvera une démonstration dans [DK], Lemme 1. 

1.6. Lemme. — Pour tous les entiers strictement positifs r, p tels que < p + r < N , 
il existe une longue suite exacte naturelle de la forme 

pH^{C) — - — > p+rH^{C) — - — > rH^{C) 



jN — p — r 



■N — p-r 



N—p—r 



d: 



N-p 



H,{C) 



1.7. DÉFINITION. Une suite exacte courte — > C'-^C-^C" de N -complexes est la 
donnée de morphismes C -^C-^C" de A'"-complexes tels que pour tout n G Z la suite 
^ C'^^Cn^Cli est exacte. 

1.8. Lemme. Sozt ^ C'^C^C" une suite exacte courte de N -complexes. Alors 
il existe une longue suite exacte naturelle 

pH^iC') — — — > pH^iC) — — — > pH^{C") 



d2 

N-pH^{C") 



N-pH:^{C) 



di 

N-pH*{C') 



où di est une application de degré —p et 82 une application de degré —{N — p). 
Démonstration. — Appliquons le lemme du serpent au diagramme de suites exactes 







Cn+N 

^N-p 



^N-p 



r" 

^n+p 











n ^ r' -, r _ 

Nous obtenons pour tout n les deux suites exactes 

^ Keiid^-P) n C; ^ Ker(d^-P) n ^ Ker(d^-î') n C'^ 

et 

CUp/Md^'-n C„+,/Im(cZ^-^) ^ C;Vp/Im(cZ^-^) ^ 0, 
que nous assemblons dans le diagramme commutatif de suites exactes 

Cn+p/Md^'-n ^ C^+p/lra{d^-n ^ C7;Vp/Im(d^-^) 

dF (P dF 

0^ Ker(d^-P)nC; Ker(d^-î') n C„ ^ Ker(d^-P) n C^' 

Une autre application du lemme du serpent nous donne la longue suite exacte désirée. □ 
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2. Résolutions 



On se place à nouveau dans une catégorie abélienne A. 

2.1. Rappels d'Algèbre Homologique Relative (voir [EM]). Une classe projective 
dans A est un couple (P, S) où V est une classe d'objets de ^ et 5 est une classe de suites 
y — de A telles que vu = 0, vérifiant les trois axiomes suivants : 

(i) Un objet P de ^ est dans V si et seulement si pour toute suite Y'-^Y-^Y" 
de S, la suite de groupes abéliens 

Hom(P, Y') Hom(P, Y) Hom(P, Y") 

est exacte. 

(ii) Une suite Y'-^Y-^Y" de A est dans S si et seulement si pour tout objet P 
de P, la suite 

Hom(P, Y') Hom(P, Y) Hom(P, Y") 

est exacte. 

(iii) Pour tout morphisme X ^ Y de A il existe un objet P de P et un morphisme 
P ^ X de A tels que P ^ X ^ Y est dans S. 

Dans une classe projective (P,5), la classe P d'objets et la classe S de suites se 
déterminent mutuellement. Les objets de P sont appelés P-projectifs. 

2.2. Exemples, (a) (Classe projective absolue) C'est la classe projective (Pa,>5a) pour 
laquelle »Sa est la classe de toutes les suites exactes de A. 

(b) ( Classe projective k-scindée) Supposons que la catégorie A soit /c- linéaire au-dessus 
de l'anneau de base k. Il existe alors une classe projective {Vu, Su) pour laquelle Sk est 
constituée de toutes les suites Y' -^Y -^Y" telles que le morphisme induit Y' — > Ker(f ) 
est un épimorphisme fc-scindé, c'est-à-dire possédant un inverse à droite qui est fc-linéaire. 

Par exemple, si A est la catégorie des modules à gauche sur une A;-algèbre alors 
Pfc est formée de tous les ^-modules de la forme A®V où V est un A;-module quelconque. 

2.3. DÉFINITIONS. On fixe une classe projective (P,<S) de A. Un TV-complexe (C, d) est 

V-exact si le A^-complexe induit Hom(P, C) est acyclique pour tout objet P-projectif P. 

Soit M un objet de la catégorie A. Une N -résolution V -projective de M est la donnée 
d'un A'^-complexe positif (P, d) de A et d'un morphisme £ : Pq — > M tels que 

(i) l'objet Pn est P-projectif pour tout n > 0, 

(ii) la suite 

^ P2 ^ Pi ^ Pi ^ M ^ 

est un A^-complexe P-exact. 

Nous noterons (P, d, e : Pq ^ M) la donnée d'une A^-résolution P-projective de M. 

2.4. Existence de A^-Résolutions P-Projectives. Démontrons que tout objet M 
de A possède une A^-résolution P-projective. On sait que M a une résolution P-projective 
au sens de l'algèbre homologique traditionnelle. Choisissons-en une, soit (Q,5)-^M. 
Considérons la suite d'applications 

••• ^Q2^Qi^Qo^ ••• ^Qo^M^o (2.1) 

où l'application identité a été insérée N — 2 fois à la place de tous les objets Q2i (* > 0). 
On vérifie facilement que le A'"-complexe (2.1) est une A/"- résolution P-projective de M. 
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2.5. Contraction de AT-Complexes. La construction du §2.4 a une réciproque. Soit 
(P, d) une A^-résolution P-projective d'un objet M. Etant donné p = 1, . . . , N — 1 nous lui 
associons la résolution P-projective (traditionnelle) ApP 

'N+p-i Pn-1 Pp-1 M ^ 0. 



^^2N-1 -TA 



Notons qu'on a des morphismes de A'^-complexes 

An-iP — A_/v-2-P — > • • • 



(2.2) 



induits par la différentielle d comme suit : 



P2N-I 

id 

P2N-I 



jN-p 



Pn+p 

d 

^N+p-1 



d" 



Pn-1 

id 

Pn-1 



jN-p 



-I p 

d 

Pp-1 



ed"- 



M 



id 



M 







Nous énonçons maintenant l'analogue pour les A'^-complexes du lemme fondamental 
de l'algèbre homologique. 

2.6. Lemme. — Soit u : M N un morphisme de A. Si {P,d,e : Pq — >• M) est une 
N -résolution V-projective de M et {Q, d,e : Qq N) est une N -résolution V -projective 
de N , il existe un morphisme de N -complexes f : P ^ Q tel que efo = us. 

Si g : P ^ Q est un autre morphisme de N -complexes tel que ego = us, alors f et g 
sont homotopes. 

DÉMONSTRATION. — (a) Le N-complexe 



— Qi — Qq- 



N ^0 



(2.3) 



étant P-exact, l'application Hom(Po, Qo) — Hom(Po5 est surjective. Il existe donc un 
morphisme fo : Pq ^ Qo tel que efo = ue. 

Supposons construits des morphismes fi : Pi ^ Qi pour i = 0, . . . , n tels que dfi = 
fi-id pour tout 1 < i < n. Pour simplifier, posons e = d, /_i = u et fk — si k < — 1. 
On a ainsi d^ = pour le A'"-complexe (2.3) tout entier et dfi = fi-id pour tout i < n. 
L'hypothèse de récurrence entraîne que 



^ fnd = fn-N+ld^ ^d = fn-N+ld^'^ — 0. 

L'exactitude de la suite 

Hom(P„+i, Qn+i) Hom(P„+i, Qn) Hom(P„+i, Q^^-n+i) 

implique l'existence de fn+i : Pn+i ^ Qn+i tel que dfn+i = fnd. 

(h) Si g : P ^ Q est un autre morphisme de A'"-complexes tel que ego = us, alors 
s{fo — go) = us — us = 0. L'exactitude de la suite 



iN 



Hom(Po, Qn-i) ^ Hom(Po, Qo) ^ Hom(Po, N) 
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nous donne un morphisme ho : Pq ^ Qn-i tel que fo — go = d ^ho- 

Supposons construits des morphismes : Pk ^ Qfe+jv-i pour k = 0, . . . ,n tels que 

N-l 

avec la convention hk — si k < 0. Alors 

N-l 

difn+1 - 9n+l) = ifn - 9n)d = d^'-'-^K-i d'+^ 

i=0 

Ar-2 N-l 
i=0 i=l 

Et donc dF — avec 

N-l 

F = fn+1 — Çn+l — ^ d^ * ^hn+l-i d^^ . 

i=l 

La suite 

Hom(P„+i, Qn+iv) Hom(P„+i, Qn+i) ^ Hom(P„+i, Q„) 

étant exacte, il existe un élément /in+i ê Hom(P„_|_i, Qu+n) tel que F = d^^^hn+i- Par 
conséquent, 

N-l 

fn+l—gn+l = d^ ^hn+l+'^2 d^ * ^ hn+l-i d^ 

i=l 

N-l 

= J2 d^'-'-'hn+l-id'. 
i=0 

On construit ainsi, de proche en proche, une homotopie entre f et g. □ 
3. Les groupes pTor^(M, iV) 

Soit A une A;-algèbre et soit ^niod (resp. modyi) la catégorie abélienne des ^-modules à 
gauche (resp. à droite). Dans chacune de ces catégories, nous distinguons deux classes 
projcctives, à savoir la classe projective absolue {T'a.jSg) et la classe projective A;-scindée 
{Vk,Sk)- Chaque classe projective fournit un bifoncteur gradué Tor^(— , — ). 

Fixons l'une des classes projectives précédentes {V, S) et considérons un ^d-module à 
droite M et un ^d-module à gauche N. 
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3.1. Proposition. — Soit {P,d,e : Pq ^ M) une N -résolution V-projective de M et 
(Q, djE : Qo ^ N) une N -résolution V-projective de N . Pour tout p = 1, . . . , N — 1 et 
tout n e N, on a 

pHn{P^AN, d^id) = pHn{M^AQ, id®ci) 

ÎToï^in-p+i) /N {M,N) si n-\-l=p mod N, 
ToTf2n+2-N) /n{M, N) 5z n + 1 = mod N, 
sinon. 

3.2. DÉFINITION. La proposition précédente montre que les groupes piï* (-P® (i(8)id) 
et pH^{M<SiAQ,ià.<Sid) sont indépendants des A'"-résolutions T'-projectives choisies. Nous 
pouvons donc poser 

pTor;^(M, N) = pH^iP^AN) - pH^{M®AQ) (3.1) 

où {P,d,e : Pq M) est une A^-résolution P-projective de M et {Q,d,e : Qo ^ N) est 
une A'"-résolution P-projective de N. 

3.3. Corollaire. — Les groupes pToT^{M, N) sont liés aux groupes Tot^{M, N) par 

f Tor^(„_p+i)/^(M, N) SI n + l=p mod N, 

pTor^iM, N) = l Torf2^+2-JV)/iv(^, N) si n -\-l = mod N, 

sinon. 

3.4. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1. — Soit p un entier compris entre 1 et N-1. 
Nous allons calculer pH^{P<SiAN', d^id). Les groupes pH^{M<SiAQ,id®d) se calculent par 
la même méthode. 

Le complexe ApP construit au §2.5 à partir de la A^-résolution P-projective est une 
résolution P-projective de M au sens usuel. Il en résulte que Tor^(M, N) est l'homologie 
du complexe ApP(S)AN = Ap(P(8)^Ar) : 

• • • — ' P2n-i<^aN — > Pn+p-i<^aN — > Pn-i<^aN — ^ Pp_i(g)^7V 0. 

Par conséquent, 

Tor^„(M, N) = pHr,N+p-i{P®AN) et Tor^„+i(M, N) = N-pH^n+i)N-i{P^AN) 

pour tout entier n > 0. En particulier, le groupe N-pH(^n+i)N-i{P®AN) ne dépend pas 
de p, ce qui nous permet d'écrire 

Tor^„+i(M,iV) = piy 

(n+l)iV-l 
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On en déduit aussitôt le calcul de pH^{P<^AN, d&d) lorsque n + 1 = ou p modulo N. 
Si A?^ = 2 il n'y a plus rien à montrer. 

Si > 2, il nous reste à établir la nullité de pHn{P®AN, d®\à) lorsque n + 1 ^ 0,p 
modulo A^. Pour alléger les notations, posons pHn{P<^AN, d&d) — pHn- 

Du morphisme de résolutions Ap+iP — > ApP défini au §2.5, nous déduisons un 
quasi-isomorphisme Ap^iP<®AN — > ApPi^^N. En particulier, en degré pair 2k, il in- 
duit l'isomorphisme 

((i(8)id)* : pj^iHkN+p — ^ pHkN+p-i 
qui n'est autre que le morphisme (i* du §1.5. En degré impair 2k— 1, il induit l'isomorphisme 

id* : N-p-iHkN-i — > N-pHkN-i 

qui s'identifie avec le morphisme du §1.5. 

Soit r > un entier tel que p + r < N. Du lemme 1.6 nous tirons la suite exacte 

r-n-kN-l r+p-n-kN-l ^ p-tikN-l-r 



N—rHkN—l—r ^ N—r—pHkN—l—r—p- 

D'après ce qui précède, le premier morphisme est un isomorphisme ; il en est de même du 
dernier morphisme d^. On en déduit que le groupe pH^N-i-r est nul. En d'autres termes, 
pHn = lorsque n + 1 = N — r modulo N. Comme les conditions r>Oetr + p<N sont 
équivalentes à la condition p<N — r<N,onâ démontré que pHn = lorsque n + 1 = s 
avec p < s < N. 

Pour établir que pH^ = lorsque n + 1 = s avec < s < p, prenons l'entier r tel que 
0<r<petr+p<A'", et considérons la suite exacte également tirée du lemme 1.6 

jN — p -r 
TT * ^ TT TT 

N-r-n(^k+l)N-r-l ^ p-r-^kN+p-r-l ^ p-^kN+p-r-l 

rHkN-1 - — N-p+rHkN-1- 

Comme précédemment, les morphismes extrêmes sont des isomorphismes. On en déduit 
que pHkN+p-r-i = 0. Ainsi, on a prouvé que pH^ = lorsque n + 1 = p — r modulo N. 
On conclut en remarquant que p — r parcourt tous les entiers s tels que < s < p. □ 

3.5. FONCTORIALITÉ. Les modules pTor^(M, N) sont fonctoriels en M et N. Cela résulte 
du lemme 2.6 ou de l'identification donnée par le corollaire 3.3. 

3.6. Proposition, (a) Soit ^ N' ^ N ^ N" une suite V-exacte courte de 
N -complexes de A-modules à gauche. Pour tout A-module à droite M il existe une longue 
suite exacte naturelle 



p 



Tor,(M,iV') > pTor,{M,N) > pToi,{M,N") 



d2 



di 



N-pToT4M,N") < iv-pTor^M, iV) < jv-pTor^M, TV') 



10 



(b) De même, si — > M' — > M — > M" — > est une suite V -exacte courte de N- 
complexes de A-modules à droite et si N est un A-module à gauche, alors il existe une 
longue suite exacte naturelle 

pTor*(M',Ar) > pTor,(M,Ar) - 

N-pTor4M",N) i TV-pTor^M, iV) ^ 

Dans les cas (a) et (b), l'application d\ est de degré —p et 82 de degré — {N — p). 

DÉMONSTRATION. — Nous nous Contenterons d'établir (a). Le point (b) se démontre de 
manière similaire. 

Soit (P, d,e : Pq ^ M) une A'"-résolution P-projective de M. Considérons la suite de 
A'^-complexes 

^ P®aN' P®aN P(S)aN" 0. (3.2) 

La suite (3.2) est exacte à droite. Si nous montrons que P^^aN' — > Pn®AN est injectif 
pour tout n > 0, alors la suite (3.2) est exacte, ce qui permet de lui appliquer le lemme 1.8 
et de conclure. 

Lorsque nous sommes dans le cas de la classe projectivc absolue, le A'^-complexe 
est constitué de A-modules qui sont facteurs directs de modules libres. L'injectivité de 
Pn®AN' — > Pn®AN se ramène au cas où P„ est un A-module libre, c'est-à-dire un cas où 
l'injectivité est triviale. 

Lorsque nous sommes dans la situation de la classe projective A;-scindée {Vk-, Sk), alors 
Pn est de la forme V^A avec la structure naturelle de A-module à droite. L'exactitude 
de (3.2) se réduit alors à celle de la suite de /c-modules 

^ V^N' V^N V^N" 

pour tout /c-module V. Cette dernière est bien exacte. En effet, la -exactitude de la 
suite ^ N' ^ N ^ N" implique qu'elle est exacte et scindée dans la catégorie des 
/c-modules (et réciproquement), propriété qui est préservée par le fonctcur V(S)—- □ 

3.7. CaractÉrisation des Bifoncteurs pTor. La famille de bifoncteurs gradués 
pTor^(— ,— ) {0 < p < N) est caractérisée par les trois propriétés (i), (ii), (iii) ci-dessous 
où M désigne un A-module à droite et N un A-module à gauche. 

(i) Pour tout p tel que < p < AT, on a 

pTor^_i(M, N)^M®aN. 

(ii) Si P et Q sont des modules T'-projectifs et si n 7^ p — 1, on a 

pTor^{P,N) = = pTo4{M,Q). 

(iii) La proposition 3.6 est vérifiée. 

Pour la démonstration, on procède comme dans le cas classique. 



^ pTor,(M",Ar) 
ai 

- N-pTor,{M',N) 
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4. Les groupes Ext^(M, iV) 



Soit A une fc-algèbre et ^mod la catégorie abélienne des A-modules à gauche. Nous nous 
restreignons volontairement aux deux classes projectives {Va,,Sa) et {Vk,Sk) considérées 
aux §§2-3. A chacune de ces classes correspond la classe X formée de tous les ^-modules / 
tels que la suite 

Hom(r", /) ^ Hom(r, /) ^ Hom(r', /) 

soit exacte pour toute suite Y'^^Y-^Y" de S. Un élément de I est appelé un module 
I-injectif. 

Ainsi, si 5 = 5a est la classe de toutes les suites exactes de ^niod, alors X est constituée 
de ce que l'on appelle d'habitude les A-modules injectifs. Par contre, si S = Sk, alors X est 
la classe des A-modules de la forme Homfe(A., V) sur lesquels A opère par (a/) (a') = f{a'a) 
pour tout / e Hom/c(A., V) et a, a' G A. 

4.1. DÉFINITION. Un AT-complexe {C,d) est I-exact si le A'"-complexe Hom(C, /) est 
acyclique pour tout objet X-injectif /. 

Une N -résolution I-injective d'un A-module M est la donnée d'un A'"-complexe X- 
exact 

O^M^/o^/-i^/-2^ ••• (4.1) 



tel que le module est X-injectif pour tout n < 0. 

Nous noterons {I,d,r] : M ^ Iq) la donnée d'une A^-résolution X-injective de M. 

4.2. Rapport avec les Résolutions Injectives Traditionnelles. L'existence de 
A'"-résolutions X-injectives se démontre comme au §2.4. On part d'une résolution X-injective 
de M au sens de l'algèbre homologique usuelle 







On obtient une A^-résolution X-injective de M en insérant l'application identité N — 2 fois 
à la place de tous les modules J_2i > 0). 

Réciproquement, si on part de la A?"- résolution X-injective (4.1), on a, pour tout p tel 
que < p < A, la résolution X-injective usuelle A^J 



^ M 



<P 



(F 



-(AT-l) 



-{N+p-1) 



-{2N-1) 



(4.2) 



Les résolutions HnJ'I sont liées par des morphismes de A-complexes 

Aip ^ A^P ^ > A^-2p ^ A^-ip 



(4.3) 



définis comme suit : 



M O /_ 



b-i) 



id 



M 



dFr, 



jN-p 



jN-p-1 



-(iV-1) 



id 



I-{N-1) 



dF 



d 



I_ 



jN-p 



jN-p-1 



(N+p) 



-(2N-1) 
id 



(2iV-l) 
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Le lemme 2.6 a le pendant suivant dont nous laissons la démonstration au lecteur. 



4.3. Lemme. — Soit u : M ^ N un morphisme de A. Si {IjdjT] : M — > Iq) est une 
N -résolution I-injective de M et {J,d,r] : N ^ Jq) est une N -résolution I-injective de N, 

il existe un morphisme de N -complexes f : I ^ J tel que /qT] = rju. 

Si g : I ^ J est un autre morphisme de N -complexes tel que g^r] — rju, alors f et g 
sont homotopes. 

Nous fixons maintenant l'une des deux classes projectives iVa.Sa) et (Vk^Sk) de 
la catégorie abélienne ^niod. Il lui correspond une classe injective X et des bifoncteurs 

Ext:,(-,-). 

Considérons des ^-modules à gauche M et N. Soit (P, d,e : Pq ^ M) une N- 
résolution P-projective de M et {I^d^rj : N ^ Iq) une A'"-résolution X-injective de N. 
Graduons HomA(M, /) et Hom^(P, A'") par 

HomA(M, /)„ = HomA(M, /^) et HomA(P, iV)n = HomA(P_„, A^) 

et munissons-les des endomorphismes de degré —1 donnés respectivement par / i— > (i o / 
et g g o d pour tout / G Hom^(M, /) et G Hom^(P, A?"). On obtient ainsi des 
A^-complexes négatifs. 

4.4. Proposition. — Sous les hypothèses précédentes, pour tout p = 1, . . . , N — 1 et tout 
n e N, on a 

piï_„(Hom^(M, /)) = piï_,(Hom^(P, N)) 

rExti("+^-^^-^^)/^(M,Ar) 
= 1 Ext?"+'-^)/^(M,iV) 
[ 



si n -\- 1 = N — p mod N, 

si n + 1 = mod N, 
sinon. 



DÉMONSTRATION. — Le complexe ApP construit au §2.5 est une résolution P-projective 
de M au sens usuel. De même, A^I est une résolution T-injective de N. On peut donc 
calculer les groupes Ext^(M, N) à partir des complexes Hom^(M, A^I) et Hom^(ApP, N). 
On obtient pour tout n G N 

Ext^"(M,iV) = N-pH.^nN+p-i){ïiomA{M,I)) = pH_Çr.N+N-p-l){ilomA{M, /)) 

(nN+N-p-l) 

(Hom^(P,iV)) 

et 

Ext^-+i(M, N) = piî_[(,+i)^_i](Hom^(M,/)) = (Hom^(P, N)). 

On en déduit, comme au §3.4, le calcul de piï_n(Homyi(M, I)) et de piï_n(Hom^(P, AT)) 
lorsque n+l = OouA'" — p modulo N. 
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Quant aux autres cas, on les traite au moyen des morphismes de résolutions (4.3) en 
procédant comme au §3.4. □ 

4.5. DÉFINITION. La proposition précédente montre que les groupes piï*(Hom^(M, /)) 
et piï* (HomA(P, A?")) sont indépendants des A'"-résolutions choisies. Nous pouvons donc 
poser 

pExt:^(M, N) = pi7_^(Hom^(M, /)) = pif_„(Hom^(P, TV)) 

où (P, d,e : Pq M) est une A^-résolution P-projective de M et {I,d,r] : N ^ Iq) est une 
A'^-résolution X-injcctive de A^. 

4.6. Corollaire. — Les groupes pExt^(M, N) sont donnés par 

( ExtJ^'+'-^'^-^^^/'^CM, N) si n+l = N-p modN, 
pExt^M, N) ^ I Ext^'"+'-^)/^(M, N) sm + l^O mod N, 

[ sinon. 



4.7. Caractérisation des Bifoncteurs pExt. Les modules pExt^(M, iV) sont fonc- 
toriels en les ^-modules à gauche M et N. Ils sont caractérisés par les propriétés (i)-(iv) 
ci- dessous. 

(i) Pour tout p tel que < p < N, on a 

pExt^"^"^(M,iV) ^ HomA(M, N). 

(ii) Pour tous n et p tels que n ^ N — p — 1, tout module P-projectif P et tout module 
T-injectif /, on a 

pExt:^(P, N) = = pExfXiMJ). 

(iii) Soit — > A?"' — > A?" — > N" — > une suite T'-exacte courte de A'"-complexes de 
^-modules. Pour tout ^-module M il existe une longue suite exacte naturelle 



pExt\{M,N') 
N-pExt\{M,N") 



,Ext'X{M,N) 



N-pExt\{M,N) 



pExt:4(M, N") 

di 

N-pExt\{M,N') 



(iv) De même, si — > M' — > M — > M" — > est une suite T-exacte courte de N- 
complexes de ^-modules et si N est un ^-module quelconque, alors il existe une longue 
suite exacte naturelle 



pExt*AiM",N) 

d2 



,Ext^(M, AT) 



pExt:^(M',Ar) 

ai 



N-pExt\{M',N) i N-pExt*A{M,N) < N-pExt^^iM" , N) 

Les applications di et 82 ci-dessus sont de degrés respectifs p et N — p. 
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Dans la démonstration de l'exactitude des longues suites précédentes pour le cas où 
S = Sk, on utilise les isomorphismes d'adjonction 

Uoiïi A{A(^kV, M) ^ Homfe(F, M) et HomA(M, Homfc(A, V)) ^ Homfe(M, V) 

où M est un ^-module à gauche et V un A;-module. 

5. Démonstration du théorème 1 

Dans ce paragraphe nous aurons besoin des deux hypothèses (Hq) et (Hi) suivantes, déjà 
mentionnées dans l'introduction. Elles portent sur l'entier N > 2, l'anneau commutatif k 
et l'élément q de k. 

(Ho) On a [iV] = dans k. 

(Hi) L'hypothèse Hq est vérifiée et, de plus, [p] est inversible dans k pour tout < p < N. 

L'hypothèse (Hq) est équivalente à : soit q est une racine A'"-ième de l'unité différente 
de 1, soit ç = 1 et = dans k. 

L'hypothèse (Hi) est équivalente à : soit q est une racine primitive A'^-ième de l'unité, 
soit q — 1, l'entier N est premier et k est une algèbre sur le corps Z/N. 

5.1. Modules SIMPLICIAUX. Soit {C,di,Si) un A;-module simplicial muni d'applications 
face di et dégénérescence Sj. On a notamment les formules de commutation simpliciales 

{Sj-idi si i < j, 
id sii = j,j + 1, 

Sjdi-i si z > J + 1. 

Pour tout scalaire ç G A;, on définit d : Cn ^ C'n-i P^tr 

n 

d = J2<l'di- (5-1) 

i=0 

Kapranov ([Kap], Proposition 0.2) et Dubois- Violette ([Dub], Lemme 3) ont observé que 
l'on a d^ = sous l'hypothèse (Hq). 

5.2. Proposition. — Avec les notations précédentes, définissons 5 : — > C^-i par 

n-l 

S=J2<l'di. (5.2) 

i=0 

On a = sous l'hypothèse (Hq) ; si, de plus, l'hypothèse (Hi) est vérifiée, alors {C,5) 
est un N-complexe acyclique. 



15 



Nous allons nous placer dans la situation plus générale suivante. Supposons que 
8 :Cn ^ Cn-i soit de la forme 

n-l 

1=0 

où tto, ai, . . . sont des scalaires fixés une fois pour toutes. 

5.3. Lemme. — Si l'on pose {N^j, k) — Y1!^=q Q.'^O'n-k-j-s, on a 

N 

5^ = Y. cf^+i-+-+i- (iV, z,, k) d,,d,,_^ . . . d,,d,^. 

0<ii<i2<---<iN<n-N k=l 

DÉMONSTRATION. — Nous allons procéder par récurrence sur l'entier N. La formule est 
vérifiée lorsque N = 1. Supposons qu'elle le soit pour un entier A'" > 1. Nous avons 

n-N-l 



N 

J2 q'-+-+'^+^ an-N-i-j l[{N,ik,k)djdi^...d., 



0<ii<---<iff<n-N 
0<j<n-N-l 



N 
r=0 

OU. Sf est Ici somme des termes précédents pour lesquels on a l'encadrement ir ^ j < V+i 
siO<r<A'" — 1 (convenons que iq = 0) et < j si r = N . Des relations de commutation 
simpliciales on tire pour r < N 

N 

Sr = Yl + Un-N-l-j Yl iN^ik,k) di^-i . . . di^^.-idjdi^ ...di,. 

k=l 

En renommant les indices, on obtient 

r N 

'^- = 5]5''^"'^'"^'5'^"'«n-iv-i-v+i ll{N,tk,k) H {N,ik+i + l,k)d,^^,di^...di, 

k=l k=r+l 

OÙ la somme est prise sur < zi < • • • < in+i < n — N — 1. Posons 

r N 

^r = q^~''an-N-i-ir+iY[{N,ik,k) JJ {N,ik+i + l,k) 

k=l k=r+l 

siO<r<N — 1 ; sinon, 

AT 

= (iv + 1, ïN+i, + 1) n ^fe' 

fe=l 
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En sommant sur r = 0, . . . , N, on a 

N 

0<ii<---<iAr+i<n-iV-l r=0 

Il ne reste plus qu'à montrer que 

N N+1 

E*r= n iN + l,ik,k). 

r=0 k=l 

Remarquons que, pour tous les entiers i, k, 

{N+l,i,k)-{N,i,k)=q^+^-''an-l-N-^ et {N,i + l,k) = {N + l,i,k + 1). 
Par conséquent, 

r N 

= [{N + 1, ir+1, r + 1) - {N, ir+1, r + 1)] Yl (N, ik, k) {N + 1, ik+i, k + 1) 

k=l k=r+l 
r N+1 r+1 N+1 

= l[{N,tk,k) H {N+l,tk,k)-l[{N,tk,k) H {N + l,ik,k). 

k=l k=r+l k=l k=r+2 

Les termes de la somme Ylr=o s'éliminent deux à deux sauf Hfcl^/ + 1; *fc) k). □ 
5.4. Corollaire. — Définissons ô : Cn ^ C'n-i par 

n-2 

S=J2(l'di + [e]q''-^dn-i (5.3) 

OÙ l est un entier quelconque. Alors 6^ = Q sous l'hypothèse (Hq). 

DÉMONSTRATION. — Comme [£] — [m] lorsque £ = m modulo A*", nous pouvons nous 
limiter au cas où < £ < — 1. 

Supposons dans un premier temps que £ = 1. Nous appliquons le lemme 5.3 au cas 
o\x ai = 1 pour tout z > 0. Le produit IlfcLi ^fe) k) est nul, et donc 5^ = 0, car 

JV-l N-l 

(iV,Zi,l)= E 9^«n-l-ii-.= E 9' = [iV]=0. 
s=0 s=0 

Si maintenant £ = 0, alors ô = Yl^=o Q^'^i- En remplaçant n par n — 1, on se ramène 
au cas £ = 1. 

Si £ > 1 on applique le Icmme 5.3 avec ao = [£] et = 1 pour tout i > 1. Montrons à 
nouveau que le produit 11^=1 i^i ^fe, k) est nul en établissant la nullité d'un de ses facteurs. 
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Lorsque ii < n — N , on a Un-N-h+r — 1 pour r > 0. Alors le facteur (AT, ii, 1) est 
nul en vertu du même calcul que dans le cas £ = 1. 

Lorsque ii = n — N, il en est a fortiori de même de ii. Maintenant, c'est le facteur 
{N,i£, t) qui est nul. En effet, 

N-i N-i 

{N,iiJ) = ^ an-t-i^-8 = o,N-t-8 

s=0 

En conclusion, — 0. □ 

Avant de passer à la démonstration de la Proposition 5.2, démontrons deux relations 
dans la /c-algcbrc T?q engendrée par les variables X et F et la relation YX — qXY — 1. 

5.5. Lemme. — Sous l'hypothèse (Hi) on a les relations suivantes dans Vq : 

N-l 

J2 x^-fc-iyiV-ix^ = [N- 1]!, 

N-l 
fe=0 



DÉMONSTRATION. — Commençons par établir la première relation. Remarquons tout 
d'abord que dans Vq on a la formule^ 

£ 

r=0 

pour tout k,£ > 0. Elle peut se démontrer par récurrence sur £. Pour £ = 0, il n'y a rien 
à établir. Pour £ = 1 la formule (5.4) a la forme 

YX'' ^q'^X'^Y + [k]X''-\ (5.5) 

formule qu'on établit par récurrence sur k. Pour £ > 1, on calcule Y^X'^ = Y(Y^~^X^) à 
partir de la formule (5.4) pour Y^~^X'^ et de (5.5). 

L'algèbre s'obtient aussi comme extension d'Ore de l'algèbre de polynômes k[X] à l'aide des opérateurs 
dq et Tq définis plus bas. La formule (5.4) est un cas particulier d'identités du même type valides dans toute 
extension d'Ore. 
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En utilisant (5.4) on obtient 



N-l 



-^N-k-lyN-l^k 

k=Q 

N-l N-l 

= J2Y1 g^^-'-^^^'^-'"^ {N -l-r,r)[k][k-l]---[k-r + l] x^-i-'-y^-i-^ 

fe=0 r=0 

N-l 

= (TV - 1 - r, r) a(r) x^-^-^Y^-^-"- 



r=0 

OÙ 



AT-l 



a(r) = J2 q^^-^-'-^^^-'^'^ [k][k - 1] ■ ■ -[k - r + 1] 



k=r 

Nous affirmons que a(r) =0 pour 0<r<A'" — 1. Il en résulte que 

N-l 

j2 ^iv-fc-iyiv-ij^fc = {0,N- 1) a{N -1) = [N- 1]!, 

ce qui démontre la première identité du lemme 5.5. 

Pour établir la nullité de a(r) lorsque < r < — 1, introduisons sur l'algèbre de 
polynômes k[X] l'opérateur aux g-différences dq défini par 

dq{X'') = [k]X''-^ 

pour tout A; > 0. Alors 

N-l 

a{r) = J]] - 1] • • • [/c - r + 1] X^" 



k=r 

(N-l 
k=0 



-r 



= d. 



r 

^ X -1 J |x=g~-i-'-' 



Admettons pour l'instant que 



X-l J"^ ^ {X-l){qX-l)...{qrX-iy ^^"^^ 



Si g = 1, alors AT est un nombre premier sous l'hypothèse (Hi) et donc 

N-r-l 



(X^ - 1) (X - 1)^ 



(X-l)(gX-l)---(g'"X-l) {X-1Y+^ 
polynôme qui admet 1 comme racine lorsque r < N — 1. Par conséquent, 

a(r) = (-irr!(X-l)^— ^ ^ =0. 



x=i 
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Si q ^ 1, alors q est une racine primitive A'"-ième de 1, ce qui nous permet d'écrire 
comme produits des polynômes {X — q *)oùz = 0,...,Ar— 1. Il en résulte que 



iX-l){qX-l)---{qrX-l) ^ 11/ ^ ^ 



i=r+l 



s'annule pour X — q^ ^ ^ = 9 La nullité de a{r) pour r < A?" — 1 en découle. 

Il reste à démontrer (5.6). Posons 



P =3'~[E1^ 



On va établir (5.6) par récurrence sur r. C'est vrai pour r = 0. On sait que l'opérateur dg 
est une Tg-dérivation de k[X] où Tg est l'automorphisme d'algèbre qui envoie X sur qX, 
c'est-à-dire que l'on a 

n 

dg{PiP2 ...Pn)^Yl ^^(^1 • • • ^^-l) ^«(^^) ^^+1 • • • (S-^) 

pour tous Pi, P2, ■ ■ ■ ,Pn G Supposons la formule (5.6) démontrée jusqu'au cran r. 

Appliquons l'opérateur dg aux deux membres de l'identité 

(-l)'-[r]!(X^ - 1) = (^ - l)(g^ - IWX - l)Pr. 

A gauche, on obtient {—lY[r\\[N]X^~^ qui est nul sous l'hypothèse (Hi). A droite, la 
formule de Leibniz (5.7) donne 

{qX-1)... {q^X - 1) (^(1 + g + . . . + g-) + (g^+lX - l)Pr+i) . 

Par conséquent, 

[^ + 1]^^^ ,,.+1 [r + l]!(X^-l) 



Pr+l - - / ^ , 1 ^ 7T - (-1) 



(q^+^X-l) ^ ' (X-l)(gX-l)---(g^X-l)(g^+iX-l)' 

ce qu'il fallait démontrer. 

La seconde formule du lemme 5.5 se ramène à la première comme suit. Considérons 
l'algèbre engendrée par les variables X et y et la relation YX — q~^XY = 1. Elle est 
obtenue de Dg en remplaçant q par g~^. Dans Vg la première formule du lemme 5.5 s'écrit 

N-\ 

J2 xN-k-lyN-lxk ^ ^-(iV-l)(7V-2)/2[^ _ ^y^^ (g^g) 
k=0 

Il ne reste plus qu'à lui appliquer le morphisme d'algèbres a : Vg ^ Vg défini par 

a{X) = -qV et a(Y) = X, 
ce qui nous donne la seconde formule du lemme. □ 
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5.6. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.2. — L'assertion 6^ = résulte du corol- 
laire 5.4 avec i = 1. 

Etablissons maintenant l'acyclicité de (C, ô). Considérons l'application o" : C„ ^ C'n+i 
définie par a — q~^Sn- On a 

5a — q~^a5 = id. 
En effet, les relations de commutation simpliciales donnent 

n n — 1 

i=0 i=0 

n— 1 n— 1 

= ^ q^'^'^Sn-idi + id = ç~"sn-i g*<^i) + id 
= q~^aS + id. 

Sous l'hypothèse (Hi) on peut appliquer la première formule du lemme 5.5 avec X = S et 
Y = —q~^a, ce qui donne 

(_l)^-iç-(iv-i) ^ 5^-fe-V^-i5'= = [iV-l]!id. 

fe=0 

Puisque [A?" — 1]! est inversible sous nos hypothèses, l'application a^~^ convenablement 
normalisée est une homotopie entre l'identité et l'application nulle. □ 

5.7. Remarque. — Le A^-complexe C muni de la différentielle (5.3) est encore acyclique 
lorsqu'il existe une application linéaire s : — > C'n+i telle que 

dos = id et diS = sdi^i 

pour tout i > 0. En effet, dans ce cas on a 

n— 1 n— 1 

5s = g' diS + [£] q"^ dnS = doS + ^ djS + [£] d„s 

i=0 i=l 

n-1 

= id + ^ Sdi-i + [£] q"" sdn-1 
î=l 

n-2 

= id + ^ g*+^ scZi + [^] g" sdn-i = id + g s5. 

La relation ôs — qsô = id nous permet d'appliquer la seconde formule du lemme 5.5 avec 
X = s et y = 5, et d'obtenir ainsi l'identité 

N-1 

J2 S^"' = (-l)^-lg-^(^-l)/2[iV - 1]! id. 

A;=0 

On conclut comme au §5.6. 

Ceci s'applique, en particulier, au cas £ = —1, oii l'on retrouve la différentielle dg 
considérée dans [Dub]. De même, le lemme 2 de [Dub] qui déduit l'acyclicité de (C, 5) de 
l'existence d'une application s vérifiant sS — qSs = id, peut se démontrer à l'aide de la 
première identité du lemme 5.5. 
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5.8. Application. Soit A une algèbre associative unifcrc et {C{A),di, Si) le module 
simplicial de Hochschild de A. Rappelons que Cn{A) = A®'^"^"*"^-' et que les applications 
di : Cn{A) Cn-i{A) et Si : Cn{A) Cn+i{A) sont données pour aç,, ai, . . . , a„ G A et 
i — 0, . . . ,n par 

{ao<S> ■ ■ ■ <^aiai^i<S> ■ ■ • si < z < n — 1, 

OnOo^ai® • • • (Exîn-i si z = n, 

et 

Si(oo®ai® ■ ■ ■ ®an) — aQ® ■ ■ ■ ®ai®l®ai+i® ■ ■ ■ ®an- 

5.9. Proposition. Soit B = A®A° l'algèbre enveloppante de l'algèbre associative uni- 
fère A. Posons Pr, = si n > et Pn = si n < 0. On définit e : Pq ^ A et 
d' : Pn ^ Pn-i par 

n 

e{aQ®ai) = aQtti et (i'(ao(8)ai(8) ••• (8)0^+1) = ^ g* Oo8) ••• (8)ajaj+i(8) ••• (8)an+i 

on ao, ai, . . . , ttn G A. Alors (P, d' , e : Pq ^ A) est une N -résolution de A pour la classe 
projective k-scindée {Vu, Su) de ^mod. 

DÉMONSTRATION. — Les S-modules P^ sont des modules projectifs relativement aux mor- 
phismes /c-scindés puisqu'ils sont de la forme A®A®'^®A = B®A®'^. L'acyclicité du A'^- 
complexe (P, d' , e : Pq ^ A) est une conséquence de la proposition 5.2. □ 

5.10. DÉMONSTRATION DU ThÉorÈme 1. — Considérons la A- résolution Pfe-projective 
(P, d', £ : Po — > A) de 5- modules fournie par la proposition 5.9. Un calcul facile mon- 
tre que le A-complexe {P®BA^d'®ià) est isomorphe au A-complexe (0.1) (C*(^),6) de 
l'introduction. Par conséquent, son homologie coïncide avec les avatars de l'homologie de 
Hochschild définis par (0.2) : 

pH^{P®bA, d'®id) ^ pHH^{A). 

Or, d'après la définition 3.2 appliquée à la même A-résolution P/j-projective, on a 

pH^{P®bA, d'®id) =pTorf(A,A), 

d'où nous tirons l'isomorphisme (0.3) de l'introduction. On termine la démonstration 
du théorème 1 en utilisant le corollaire 3.3 et en rappelant que l'homologie de Hochschild 
usuelle (c'est-à-dire celle du complexe de Hochschild standard) est isomorphe à Torf {A, A). 
□ 

5.11. Remarque. — Les mêmes méthodes permettent de donner une version cohomo- 
logique du théorème 1. Nous laissons au lecteur le soin de l'énoncer. 
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